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вКак известно, рцц задач теории расписания, размещения гео­
метрических объектов могут быть поставлены как задачи нахожде­
ния экстремальных-значений- на множестве перестановок. В связи с 
этим возникает проблема систематического изучения свойств до­
пустимых множеств этих задач оптимизации.
Изучению свойств одного из таких множеств посвящена на­
стоящая работа.
Обозначим через д ^  множество (1,2,..., / г ] . Рассмотрим
упорядоченное- разбиение множества на 8 множеств /4 ,..., А/$ ,
причем N I /1Д/у - Ф  V ■ . Обозначим через Н множество'
перестановок &  =( где ^д/. - произвольная переста- ^ 5 ^
новка элементов множества /// „ Через ^ обозначим набор дейст­
вительных чисел ( 0 , ,..., , среди которых могут быть и оди­
наковые. Рассмотрим погружение [1] множества И ^арифмети­
ческое евклидово пространство■ Й 11 , которое осуществим по сле­
дующему правилу. Образ множества Н в пространстве ^обозначим
через Е ( р н ) = { ( д ь , д и , : . , ,  9 щ
Д, У Л Н  . Множество Е(д,Н) = {9ЭД=(д№ ) ,...,Ктген} 
будем называть евклидовым полйперестановочным множеством с по­
вторениями.
Как отмечалось выше ряд задач оптимизации могут быть пред­
ставлены в. следующем виде. Для заданной V  ^ (т) 6  Е ( %, Н/ 
действительной функции ', требуется найти такое
Е(С),Н) ,■ что Н) .
В данной работе исследуется выпуклая оболочка 
в предположении, что среди компонент вектора д имеются и рав­
ные. Далее П(^;^) будем называть общим ( в отличии от случая, 
когда все компоненты различны [2]) многогранником евклидового 
полиперестановочного множества (с повторениями) или общим по-
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липерестановочным многогранником.
VПусть у ь - П--мерный вектор ( и с - \ 1 \ 11] обра- •
зованный компонентами вектора д с номерами из множества Л/<; :. 
Упорядочим компоненты вектора а  ^  по невозростанию
л ^  .> /7^ ^  ' 'Ц, * Цг. &
Положим . . . .
\ / и 7 3 .
Теорема I. Многогранник П  ( ^ Н )  определяется системой 
соотношений
2  о:* = г : ■ С  V I *  X  ■
М  ^ ы Г * -  3
1иЛ .
7 2 . ^  « 2П 9]  ^ \ / и } ис ^
^и)- ^-1 ^
Доказательство. Используем тот факт, что в случае, когда 
среди компонент вектора д нет.одинаковых теорема доказана в 
[2]. Выберем число & удовлетворяющее соотношению
0 < е +  *  , ш п  I :
л  к * . я ,  у
где
а число - кратность элемента в наборе д .
Пусть ~д - вектор состоящий из компонент вектора д  , но 
9*^ $ П ' Рассмотрим вектор , получаемый из вектора
д по следующему правилу = ^  » если ^ ^-7
в противном случае: ^  ^  - 6  ; #=2,3, /Ъ ® Очевид­
но, что _ с  — с — ^
9 ,  > & > < * > - 9 ъ -
Обозначим через набор элементов из , стоящих в таком же 
порядке в каком они стояли в ^ до переупорядочения и модифи- - 
нации. Тогда на основании теоремы I из [ 2 ] можно утверждать, 
что многогранник Л  { $ >  Н) определяется системой соотношений
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А/; Е л Л%,6где через а .  ' обозначены элементы векторов О образуе- .
Е * К
МЫХ ИЗ 2 так же> как $  и3 9  • ■ ■
Теперь осуществим предельный переход, устремив Е ~ ^ о , В 
силу построения > многогранник П ( $ Е> Н ) Преходит
в п ( д , н ) .  , а из системы (2) для П^^Н)- получаем систему
(I) для П ( ^ Н )  , что и требовалось доказать.
Пусть Л с  ^-мерный многогранник \/ь е Т 1 3 .Как известно, 
под произведением многогранников Л ± ) М ' 2.У.:.} М -<* понимают
множество
$ Г с11 + 5. , \ ^  Л! \ ! ;
[ х е К  „ |х = С х 1,.;.;х 3) , х ^ Л  ^ 4 1 -
■ 1=1 ' ' ’ \ . \ *
В дальнейшем нам потребуется следующая лемма, приведенная в
И. • - '
Лемма. I) Произведение многогранников есть многогранник;
2) (Жо{П ( ® М ;  ) = 2Г с1 ь ГУ1 М / 1  ,
1=1  ^ 1=1 ■
где М т  А - размерность множества^/) ;
3) К-мерные грани многогранника ®  образует множество
5 . ь-*-
с элементами вида ,® , где есть К ~мерная грань мно- ,
Ь“1 . . . . . . . .  . . . . . . .  - . М »  ■ -
-  5 -
это много-
гогранника , причем К г + . . К$ -  К
Обозначим через (^, число различных компонент вектора ^  
а через П л Л . ( ц Ъ )  - общий перестановочный многогранник [ з ]  
индуцируемый д * *  .
Теорема 2.
Доказательство. Как известно, Г7^  
гранник определяемый системой
Т .  X ;  , 2 7  •
м  - ^  ^
■ ■■' Г  а. * Щ  а \/и> с /1//\
</*« ^-1 ^
Рассмотрим произведение всех $ с!^ -мерных многогранников
Пп. . у . • По определению
®  П м . ( 1 1  = ( Т у . ~ ,  Ы  Ы
то есть СС 6.® П .ц ^ .{ ^ ) удовлетворяет каждой из 5 .систем ! 
вида (3) [/^ 6 . Очевидно, что система (I) это и есть все
системы (3) V I е35 . Таким, образом, если
п  . Х 6  А п^ Н 9 ^>
то ССбПш,Я/ и наоборот, что и требовалось доказать.
Теорема 3. Точки множества В (^ , Н ) и только они являются 
вершинами многогранника % / / ] .  : У ; У
Доказательство. Для доказательства теоремы воспользуемся 
леммой и критерием вершины общего перестановочного многогран­
ника [з ]. Из этого критерия для многогранника п  (1-и С^1 Г )
к
\
следует, что вершинами его могут быть точки множества 
{ %1ГС1) У З г е Н }  > определенного в начале 'статьи, и
е
только они.
Пусть . Покажем, что д .(ц ) является верши­
ной многогранника П ( ^ , н )  . Так как
д (к) -  $1гау>
то это следует из второй части леммы (пункты 2) и 3)). Пусть 
ф(и) - вершина П [ д , н ) , тогда по второй части леммы
где - вершины многогранника П ц . ^ т( д  * * )  . Но в качествен­
на основе критерия вершины многогранника могут выс­
тупать только точки множества | I  ^ ^  ^
Из определения произведения многогранников и структуры элемен­
тов множества В ( ^ } Н) следует, что д  (Т )€ . Е [ у , Н ) , Что и тре­
бовалось доказать. Ч
Теорема 4. Вершина д(ТГ]б Е($, Н ) является смежной вершине - 
0((Г)б В (^ ,И ) тогда и только тогда, когда д (6*) получается из 
$(1Т) перестановкой двух компонент и / 6
/7 ^С /7 ^ - .причем ^  V  ^  - •
Доказательство. В случае, когда все компоненты вектора 
различны, теорема доказана в [2]. Поэтому для вершин многогран­
ника , рассмотренного выше, она справедлива. Осу­
ществим предельный переход, устремив . Смежные верши­
ны в многограннике Л ( ^  Н ) перейдут в смежные в многограннике 
п ( $ , н )  , если , (в противном случае д.(<?) = ^/^)),
что и доказывает теорему.
Теорема 5. Точки множества Е ( § , н )  принадлежат (й-1)-сфе­
ре ШсК"' с центром в точке 6^ , которая имеет координаты
ж, = х г=... = а:п = Ь ^ - ^ - ( ^ д г к . : * д п) & ) •
п Д
и радиус
М  & Ц Л Г  ■ Vк — л
Доказательство. Множество Е ( ^ Н )  . является подмножеством 
множества Еп.^Е? /которое состоит из всех перестановок с 
повторениями набора д , а точки множества лежат [х/на 
сфере
Г ( Ч - 0 2 = г ]
С = 1 '
, *
где Ь  -  вычисляются по формулам (4) и (5) и на гиперплос 
кости из системы (I). Что и доказывает теорему.
Теорема 6. Множество Е ( с ] ,М ) е  & лежит на цилиндрической 
поверхности
. е \ ( ' х г 1Г)2= < ; и  3 $ ;  , ■ « )
где
<>6Л*Ж ■ .
Доказательство. Множество ) лежит на сфере (7)/У/.
Поэтому по построению точки множества Е(^, И ) удовлетворяют 
уравнениям (7), что и требовалось доказать.
Следующая теорема дает описание множества Е/^Н) как 
пересечения многогранника и семейств цилиндрических повёрхнос- 
тей в к и гиперсферы.
Теорема 7. Точки множества и только они удовлет­
воряют системе (I), (6), (7).
Доказательство. Из теорем 3,5, б следует, что точка мно-
жества Е(д,н) удовлетворяют системе (I), (6), (7). Нетрудно 
видеть, что никакая точка удовлетворяющая (6) или (7) отличная 
от точки из Е( д, И) не удовлетворяет систему (I), что и доказы­
вает теорему.
Рассмотрим вопросы относящиеся к критерию /п-грани общего 
полиперестановочного многогранника.
Для случая общего перестановочного многогранника, то есть 
когда 5=1 , при положительных компонентах вектора д . крите­
рий доказан в [4]. Обобщим его на случай произвольных компонент 
вектора д .
Пусть компоненты вектора д определены следующим образом: 
$1  =  %* , если к , где О -  К 0 <  к ± < ... < П
Теорема 8. а) Пусть Р - т-грань многогранника
определяемого системой
1и?1
I. Е  ч  *  ч - и Ц У п ,  ; С ю )
йесо ^=^
п  п. ". -
5  х * =  - Щ  ■' ц ю )  .— 1~л- С — {- '
Тогда существуют такие подмножества ^ С ...
для которых неравенства в (10) обращаются в равенства при лю­
бом х 6 Р , то есть соответствующие ограничения являются 
жесткими для Р. . При этом Р является множеством решений 
системы, полученной из (10), (II) заменой неравенств в (10) ра­
венствами для Сд - СОр при б" ^  ~ Э п -т -1*
- б) Если для подмножеств неравенства
-в (10), (II)' заменить на равенства, то множество Р решений 
• полученной системы является т-гранью многогранника 
где' V. . • .
-  8 -
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/ТГ1 =. сСцть р = п -  [л. + ( I ~ I ^ ( Г - 1 1 "  4 . ) }
и суммирование ведется по всем индексам (Те З е , для каждо­
го из которых найдется такое в 3 Р > что ^ | 60^1 и 
^сг! ^ (считаем, что I б0о I -  О. ).
Доказательство. В случае когда наименьший элемент набора 
0 неотрицательный, то есть, ^ ^ 0  теорема справедлива [ 4] .  
Для доказательства в общем случае воспользуемся параллельным 
переносом множества В ($ ,Н ) вершин многогранника П ( $ , Н )  по 
направлениям всех координатных осей на произвольную величину*? 
так, чтобы все вершины имели неотрицательные координаты. Сле­
довательно ,
Ъ  - Х с - Я  ;■■■■ ( 1 1 )
& = $ < - §  : ; *  : 
Так как в правой и левой частях всех неравенств (10) и равенств
(II) количество слагаемых одинаково, то в силу (12) для парал­
лельно перенесенного многогранника система его описывающая бу­
дет иметь вид (10) - (II). Откуда и следует, в силу произволь­
ности , справедливость теоремы. *'
Обобщим теорему 8 на случай полиперестановочного много­
гранника. Пусть 0 ^  = ( , если к Д  <  К ^  > гДе
0 - - К о1 < к [ < - . < 4  У к 1е3 ^ ,  К е Ъ .  
Теорема 9. а) Пусть Р -щ-грань многогранника П ( ^ ) Н )  .
с * С /Тогда найдутся такие подмножества С С О ^ С . . .  г * -  \ ^. С
У С е  3$ , т - ^ т 2 + .-.+ = т.., для которых неравенства из (I)
обращаются в равенства при любом р , то есть соответствую­
щие ограничения являются жесткими для р „ При этом р/ явля­
ется множеством решений системы полученной путем замены нера- 
венствав системе (I) равенствами для
О
б) Если для подмножеств и) 1с и ) ^  с ... с: СО .^ =  А /[  
неравенства в (I) заменить на равенства, то множество Р  реше­
ний полученной системы является т  -гранью Н ) , где
. иг =  2 3  /71,
1 =  1
=  + 2 (| < 1  - 1 ^ 1  -■<)} 
и суммирование ведется по всем индексам Л^ . , для каждого '
из которых найдется такое , ч:то и / 6)^11 ^  Ку
(считаем, что 1(х)0 1 = 0 )  \ / С е д ^  ,
Справедливость теоремы непосредственно вытекает из леммы
и теоремы 8.
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